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Qui suis-je?

Graphes métriques

L'équation de Schroédinger non-linéaire sur les graphes métriques

Formulation variationnelle
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Qu'est-ce qu'un graphe métrique?

Un graphe métrique (ou réseau) est formé de sommets
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Qu'est-ce qu'un graphe métrique?

Un graphe métrique (ou réseau) est formé de sommets et d'arétes joignant
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Qu'est-ce qu'un graphe métrique?

Un graphe métrique (ou réseau) est formé de sommets et d'arétes joignant
les sommets ou allant jusqu'a I'infini.

) DZE .

m graphes métriques: la longueur des arétes est importante.

m les arétes allant jusqu’a l'infini sont des demi-droites et ont une
longueur infinie.
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Constructions basées sur des demi-droites

La demi-droite
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Fonctions définies sur des graphes métriques

g
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Un graphe métrique G avec trois arétes ey (longueur 5), e; (longueur 4) et e
(longueur 3)
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Fonctions définies sur des graphes métriques

Un graphe métrique G avec trois arétes ey (longueur 5), e; (longueur 4) et e
(longueur 3), une fonction f: G — R
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Un graphe métrique G avec trois arétes ey (longueur 5), e; (longueur 4) et e
(longueur 3), une fonction : G — R, et les trois fonctions réelles associées.
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Fonctions définies sur des graphes métriques
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Un graphe métrique G avec trois arétes ey (longueur 5), e; (longueur 4) et e
(longueur 3), une fonction : G — R, et les trois fonctions réelles associées.

3 5 4 3
/fdxd:ef/ fo(x)dx+/ ﬂ(x)dx—i—/ fo(x) dx
g 0 0 0
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Pourquoi étudier les graphes métriques?
Motivations physiques

Modéliser des structures ol une seule direction spatiale est importante.

(©.¢]

Un « graphe épais » et le graphe métrique sous-jacent
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Le systeme différentiel

Etant données des constantes p > 2 et A > 0, nous sommes intéressés par
les solutions u : G — R continues du systeme différentiel
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Etant données des constantes p > 2 et A > 0, nous sommes intéressés par
les solutions u : G — R continues du systeme différentiel

—u" + Au = |ulP~2u pour chaque aréte de G,
u converge vers 0 a l'infini  pour chaque demi-droite de G,

> u(v)=0 pour chaque sommet v de G,
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ol la condition sur la somme des dérivées s'appelle la condition de
Kirchhoff.

Damien Galant



Qui suis-je? Graphes métriques Equation de Schrédinger non-linéaire Formulation variationnelle
o oo [ snanaa] [annsnal

Le systeme différentiel

Etant données des constantes p > 2 et A > 0, nous sommes intéressés par
les solutions u : G — R continues du systeme différentiel

—u" + Au = |ulP~2u pour chaque aréte de G,

u converge vers 0 a l'infini  pour chaque demi-droite de G, (NLS)
> u(v)=0 pour chaque sommet v de G,

eV

ol la condition sur la somme des dérivées s'appelle la condition de
Kirchhoff.
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Condition de Kirchhoff: sommets de degré 1

v —_
im u(v+t)—u(v) _0
t——0 t
t>0
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Condition de Kirchhoff dans le cas général
Dérivées sortantes
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La droite réelle: G =R

o0 o0

L'ensemble des solutions de (NLS) est donné par
{:l:go,\(x + a) ‘ ae R},
ou le soliton ¢y est |'unique solution paire et strictement positive de
—u" + \u=|ulP?u
qui converge vers 0 en I'infini.
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La droite réelle: G =R

o0 o0

L'ensemble des solutions de (NLS) est donné par
{:l:go,\(x + a) ‘ ae R},
ou le soliton ¢y est |'unique solution paire et strictement positive de
—u" + \u=|ulP?u
qui converge vers 0 en I'infini.
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La demi-droite: G = R™ = [0, +o0]

L'ensemble des solutions de (NLS) est donné par

{:I:QOA(X)|R+}-

Les solutions sont des demi-solitons: plus de translations!
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La solution positive sur |'étoile a 3 branches
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Une famille continue de solutions sur |'étoile a 4 branches
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Une famille continue de solutions sur |'étoile a 4 branches

Damien Galant



Qui suis-je? Graphes métriques Equation de Schrédinger non-linéaire Formulation variationnelle
[m] oo

Besoin d'une approche plus conceptuelle

m Dans les exemples des graphes en étoile, on peut calculer « a la
main » toutes les solutions car les graphes sont simples. En
particulier, ils n'ont qu'un sommet.
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Besoin d'une approche plus conceptuelle

m Dans les exemples des graphes en étoile, on peut calculer « a la
main » toutes les solutions car les graphes sont simples. En
particulier, ils n'ont qu'un sommet.

m Pour montrer |'existence de solutions sur des graphes ayant une
structure plus riche, il est utile de disposer d'une approche plus
conceptuelle.
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Dérivées directionnelles

Définition (Dérivée directionnelle)
Soit E un R-espace vectoriel et J : E — R une fonction. Soient u,v € E.

La dérivée directionnelle de J en u dans la direction v est définie par

J(u+tv) — J(u)

li
t——0 t ’
t#0

0J(u)V] &

pourvu que cette limite existe.
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Dérivées directionnelles

Définition (Dérivée directionnelle)

Soit E un R-espace vectoriel et J : E — R une fonction. Soient u,v € E.
La dérivée directionnelle de J en u dans la direction v est définie par

J(u+tv) — J(u)

lim
t——0 t
t#0

0J(u)V] &

)

pourvu que cette limite existe.

Définition (Point critique)

Avec les notations précédentes, on dit que u € E est un point critique de
J si et seulement si 0J(u)[v] = 0 pour tout v € E.
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La fonctionnelle d'action

Etant donnée une fonction u: G — R, son action est définie par

w23 [1we+5 [ =3 [ 1.
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La fonctionnelle d’action
Etant donnée une fonction u: G — R, son action est définie par
1
def 2 P
- = u
3 Lt [l [ .

Remarque

La fonction Jy est définie sur un espace vectoriel de fonctions (de
dimension infinie), d'ot son nom de fonctionnelle d’action.
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La fonctionnelle d'action

Etant donnée une fonction u: G — R, son action est définie par

¢ A 1
A2 [l 5 [P [ .

Remarque

La fonction Jy est définie sur un espace vectoriel de fonctions (de
dimension infinie), d'ot son nom de fonctionnelle d’action.

Proposition

Une fonction (assez réguliére et convergeant vers 0 a l'infini) u: G — R
est solution du systéme différentiel (NLS) si et seulement si u est un point
critique de J,.
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Exemple de résultat “variationnel”: le théoreme de Rolle

Théoreme (Théoreme de Rolle)

Soient a,b € R tels que a < b. Si f : [a, b] — R est une application
continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b telle que f(a) = f(b), alors il
existe £ € |a, b| tel que Of(§) = 0.
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Exemple de résultat “variationnel”: le théoreme de Rolle

Théoreme (Théoreme de Rolle)

Soient a,b € R tels que a < b. Si f : [a, b] — R est une application
continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b telle que f(a) = f(b), alors il
existe £ € |a, b| tel que Of(§) = 0.

Idée de la preuve.

La fonction f étant continue sur le compact [a, b], elle y atteint son
minimum en un certain point x.. Un petit raisonnement montre qu’'on
peut se ramener au cas ou x, appartient a |a, b[. Alors 9f(x,) = 0. O
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Exemple de résultat “variationnel”: le théoreme de Rolle

Théoreme (Théoreme de Rolle)

Soient a,b € R tels que a < b. Si f : [a, b] — R est une application
continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b telle que f(a) = f(b), alors il
existe £ € |a, b| tel que Of(§) = 0.

Idée de la preuve.

La fonction f étant continue sur le compact [a, b], elle y atteint son
minimum en un certain point x.. Un petit raisonnement montre qu’'on
peut se ramener au cas ou x, appartient a |a, b[. Alors 9f(x,) = 0. O

|
A La compacité manque souvent en dimension infinie &\
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Exemples de graphes ou |'approche variationnelle prouve
I'existence de solutions
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I'existence de solutions
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Un probléme ouvert

Conjecture

Tous les graphes avec un nombre fini d’arétes, dont des demi-droites,
possedent au moins une solution de (NLS) non-nulle.
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